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Abstract. We construct, by contraction of a suitable complex vector bundle, 
the Weil représentation of the finite symplectic group Sp{A). We give an explicit 
description of the space of ail lagrangian subspaces, which we use to compute the 
cocycle of our représentation in terms of a géométrie Gauss sum. We recover in 
this way previously constructed generalized Weil représentations (see [|[ |^) by 
restriction of our représentation to an appropiate embedding of S Lin) into Sp{A). 

1. Connexions équivariantes sur un 5'p(A)-fibré vectoriel 

Soit (PF, A) un espace symplectique non-dégénéré, de dimension paire n = 2m 
sur un corps fini k a. q éléments. Nous rappelons la construction géométrique de la 
représent ationde Weil du groupe Sp{A), par contraction d'un Sp{A) - fibré vectoriel 
complexe convenable à l'aide d'une connexion équivariante, qui a été indiquée en 0] 
dans le cas m = 1. 

Posons G = Sp{A). Désignons X l'ensemble de tous les caractères non nuls du 
groupe additif de k et fixons un caractère non-trivial ip & X. Nous définissons un 
G - fibré vectoriel complexe {E,p,B,t) par les données suivantes: 

- la base B est l'ensemble de tous les sous-espaces lagrangiens (c'est-à-dire totale- 
ment isotropes maximaux) de l'espace symplectique W; 

- l'espace total E est la réunion disjointe des espaces El {L G B) formés de toutes 
les fonctions complexes / sur W telles que 

f{x + y) = 'ilj{A{x,y))f{x) 

pour tous les X E W et y E L, ip E X étant fixé; 

- p désigne la projection canonique de E sur B, qui à chaque f E El fait corre- 
spondre L; 

- L'action r de G dans E et B est donnée par 
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, pour g e G, f e E,x e W, et 

rgiL) = g{L) 

pour g E G, L E B. Nous définissons une connexion F = {7l',l}l',lgs sur le fibré 
{E,p,B) par 

(7l',l/)(^, V') = m\L n L'I)-^ 5: ^(^(a;, C))/(u; + C) 
Proposition 1. Propriétés de F 

ii) : 

iii) : 

7l",l' o 7l',l = \L" n L'|^(|L n L"||L' n L\\L\)--^Sl{L' , L")^l",l 

où l'on note Sl{L',L") , ou plus précisément SY{L\L"), la somme de Gauss 
géométrique associée à l'espace symplectique W et ses lagrangiens L,L',L" , 
définie par 

Sl{l', l") = sY{L\ L") = y: ^iMC, O) , 

CeLn(L'+L") 

où Ç' (resp. Ç" ) désigne la composante de Ç E Ln {L' + L"). selon L' (resp. 
L"). 

Démostration.- 

ii) On a 

(7L,L'0 7L',L/)(a;) = (|L||LnL'|)-^^^(-A(a;,C))(7L',L/)(a; + C) = 

= {\L\\L n L'|)-i Y. E ^i-M^^ - A{u + C, C'))(/)(^ + c + o 
= {\L\\L n L'|)-i ^ 5: C) - A{uj + C, C) + ^(^ + c, C))(/)(^ + C) 

CeL' CeL 

= {\L\\L n L'r^ ^ E ^(2^(C', C)]^(-^(c^, C'))/(^ + C) 

CeL' CeL 

= (|LnL'|)-^ 5: ^(-A(a;,C'))/(c^ + C') = /M, 

ÇeL'nL 

puisque le charactère C, i— > du groupe additif de L est non-trivial si et 

seulement si C,' e V r\L^ ^ Lr\L' et que f e El 

iii) Nous avons, quels que soient / G El,uj eW^iI^ E X , 
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{lL,L" O 7L",L' O lL',Lf){i^) = 

= {\L\'\L"nL\\L'nL"\)\LnL'\)--^ Y. E EV'(-^(^.C)-^(^ + C,C")- 

C"eL" Ç'eL' ceL 
-A(a; + C + C",CO)/(^ + C + C" + C') 

= (|LnL"nL||L'nL"||LnL'|)-^ E E[E^(2^(C" + C',C)M-^KC' + C")-^(C",C')) 

C"6L" Ç'eL' çeL 

/(a; + C" + C) 

= (|L| |L" n L\\L' n L"| |L n L'|)-^[ E ^(^(C, C"))]^(-^(^, C + C")/(^ + C" + 

C e L', C" e L" 

= (|L||L"nL||LnL'|)-è|L'nL"|^[ E i^iMCC"))] 

CeLn{L'+L") 

où, pour chaque ( G L n (L' + L"), on note ^'(l'csp. C") sa composante dans L' 
(resp.L") selon une décomposition quelconque C = C + C"- 

On définit ainsi une forme quadratique sur l'espace L n (L' + L") par 

gf^"(C) = A(c,0, 

quel que soit ( & Ld {L' + L") \ et on ( = (' + (" est une décomposition quelconque 
de C e L n (L' + L"), avec C' e et (' e i-"- Notons que la valeur de A{C', (") ne 
dépend alors pas de la décomposition choisie de ( e Ln{L' + L") 

Corollaire 1. .- F est une connexion G -équivariante sur le fibre {E,p,B,t) , 
dont le multiplicateur [i est donné par 

l^{L", U\L) = \L" n L'|^(|L n L"\ \L' n L\\L\)-'2Sl{L', L") 
2. Calcul de la somme de Gauss géométrique Sl{L',L") 



Nous décrivons tout d'abord les sous-espaces lagrangiens de l'espace symplectique 
{W,B). 

Notons A l'anneau involutif A des matrices n x n sur k, dont l'involution est la 
transposée. A chaque espace symplectique {W,B), de dimension paire 2m, sur le 
corps k on associe un module symplectique (M, B) sur A, comme suit: 
On pose M = W"^ et l'on muni M de la forme sesquilinéaire alternée B à valeurs 
dans A donnée par 

B{U,V) = {B{Ui,Vj))i<ij<m 

On a alors 

B{hu, v) — hB{u, v) 
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B{u,hv) ^B{u,v)h* 
B{v,u) = B{u,v)* 



D'autre part désignons par (u) le sous-espace vectoriel de W engendré par les com- 
posantes ui, . . . ,Un de u E M = W"^. On note alors rgu le rang de w G M, défini 
comme la dimension de l'espace {u) . On a rgu = m si et seulement si u est un vecteur 
libre dans le A-module M. Notons que {u) = (v) si et seulement si v = hu pour une 
matrice h E A convenable. Remarquons que pour que {u) soit Lagrangien il faut et il 
suffit que u soit un vecteur isotrope libre dans le module symplectique (M, B). Soit 
{pi, . . . ,Pm, Qi, ■ ■ ■ , Qm} une base symplectique de {W, B). Alors on a 



quels que soient 1 < i,j < m et les deux vecteurs isotropes P — (pi, ■ ■ ■ ,Pm) et 
Q — (çi, . . . , Qm) forment un système libre dans M tel que B(P, Q) — Id^ 

Proposition 2. Pour que l'espace La^t, = {aP + bQ), (a, b E A) soit Lagrangien il 
faut et il suffit que aA + bA — A (on dit alors que a et b sont relativement premiers) 
et que ab* = ba* . En plus, tout sous-espace Lagrangien L de {W, B) est un La^ pour 
a,b E A convenables et La^ = L^i^y équivaut à a' = ca et b' = cb pour un c E A. 

Remarquons que le A-modulc M est muni d'une application (A, v) X-u = Ai-Ui + 
■ ■ ■ + KrJJ'rn dc A"™ X M SUT W , qui permet d'identifier en fait M avec Homk{k"^, W) 
en tant que A- module gauche. 

Lemme 1. On a 



B{Pi, qj) = Si, 
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9{ka,b]) 



quelques soient g E G, L[a,b] £ ^ 



Lemme 2. On a, quels que soient X,n E k' 

B{X ■ u, II ■ v) 



.m 



a,b E A,u,v E M, 



X B{u, v)iJ, 



Proposition 3. On a 




S{ab*), 



associée à un espace quadratique {E, Q) , le caractère non-trivial ip du groupe additif 
k'^ étant fixé. 
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Lemme 3. Soient L', L" g C Alors pour chaque L & C le sous-espace 

L = Ln{L' + L") + L'n L" 

de V + L" est encore un sous-espace lagrangien de W et le sous-espace L/L' r\L" est 
un lagrangien de l'espace symplectique non-dégénéré {L' -\- L") / L' (1 L" . En plus on a 

S^{L', L") = \LnL'n L"\sfj^,l;^]!''''^'''\L'/L' n L", L"/L' n L") 

Proposition 4. On a 

\Sl{L\L")\ = |L"nL'|-^(|LnL"||L'nL||L|)i = = g^(3m-r{a)-r{6))^ 

quels que soient L, L', L" G C, où r{x) désigne le rang d'une matrice x E A. 

Proposition 5. Le cocycle c{g, h) de la représentation de Weil (y,p) de G associée 
à Lo E B est donné par 

cig,h) = \SL,{gLo, ghLo)\~^SL,{gLo, ghLo) 

quels que soient g,h E G. 

3. Les représentations de Weil généralisées des groupes SL{n, k) 

Soit V un espace vectoriel de dimension finie n sur le corps fini k. Nous définissons 
l'espace symplectique {W, A) associé à K par W = A^V®A^V®---® A"~^ V si 
n est pair (resp. W = /\^V®A'^VQ)---® A""^ V si n est impair) et 

^(^,C) = (^AC)„G A^-^ 

(resp. 

n 

A(cu,C) = (a;AC)„G A^-^ , 

on C = Eo<i<n{-'^)Xi pour C = Eo<i<nO)- 

Le groupe H = SLÇV) ~ SL{n,k) agit naturellement dans (VF, A) et s'identifie 
ainsi a un sous-groupe de G , auquel nous pouvons restreindre la représentation de de 
Weil généralisée décrite ci-dessus. Notons (f/, p) la représentation de H ainsi obtenue. 

On récupère ainsi les représentations que nous avons construites dans 0, [Q. De 
plus, comme la connexion F que nous avons construite ci-dessus permet de passer 
d'une H orbite quelconque à une autre, elle fournit en fait des isomorphismes entre 
des représentations de Weil généralisées de H associées à des orbites différentes. 
Ceci s'applique en particulier au cas des iï-orbites réduites à un lagrangien et aux 
orbites introduites dans loc. cit., et fournit une construction uniforme de certains 
isomorphismes notables entre des représentations naturelles et des représentations de 
Weil généralisées, déjà remarqués par P. Cartier dans les années 60, dans le cas n = 2. 
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Nous remarquons enfin que l'on peut construire des opérateurs d'entrelacement de 
{U, p) comme suit. 

Soit un automorphisme symplectique W qui commute à l'action de H dans W . 
L'automorphisme fournit alors un automorphisme du G-fibré vectoriel associé à 
l'espace symplectique (VF, A), défini au paragraphe 1, qui commute avec sa connection 
r. On en tire aussitôt un automorphisme $ de la représentation {U,p). 

On peut vérifier que, pour n < 4, le groupe d'opérateurs d'entrelacement ainsi 
obtenu (qui représente donc le centrahsateur Zg{H) de H dans G ) engendre l'essentiel 
de l'algèbre commutante de la représentation ([/, p) de H (au sens que le rapport en- 
tre la dimension du sous-espace vectoriel engendré par ces opérateurs et la dimension 
de l'algèbre commutante de la représentation {U, p) tend vers 1 pour q tendant vers 
l'infini). 
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